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Eine abelsche Gruppe A heirjt unzerlegbar, falls 0 und A die einzigen 
direkten Summanden von A sind. Beispiele fur torsionsfreie abelsche 
Gruppen, die unzerlegbar sind, findet man in den p-adischen Zahlen 
(Baer [ 11): Jede p-reine Untergruppe der p-adischen Zahlen ist unzerlegbar. 
Die Frage nach der Existenz unzerlegbarer, torsionsfreier abelscher Gruppen 
grtirjerer Machtigkeit wurde von Fuchs [6] untersucht und die dabei 
aufgetretene Beweisliicke von Corner [2] geschlossen: Fur jede Kardinalzahl 
K kleiner als die erste stark unerreichbare Kardinalzahl gibt es torsionsfreie 
abelsche Gruppen der Machtigkeit K, deren Endomorphismenring ein 
Teilring der rationalen Zahlen ist. Shelah [lo] gelang es zu zeigen, da13 die 
Einschrlnkung von K iiberfltissig ist. Die so konstruierten Gruppen sind 
unzerlegbar, da der Endomorphismenring einer nicht unzerlegbaren Gruppe 
nichttriviale Idempotente besitzt. Nun stellt sich die Frage nach der Struktur 
unzerlegbarer Gruppen growler Machtigkeit. Konnen solche Gruppen “fast 
frei” sein? 
1st K eine Kardinalzahl und A eine abelsche Gruppe, so heirjt A rc-frei falls 
jede Untergruppe der Miichtigkeit kleiner as K frei ist. Ferner heil3 A stark 
K-frei, falls A rc-frei ist und es zu jeder Teilmenge U von A mit ] U] < K eine 
Untergruppe B von A gibt mit U E B, ]B] < K und A/B K-frei. Mekler [8] 
zeigte, da13 unter dem Axiomensystem (ZFC + Martinaxiom + 2h > EC,) jede 
stark Hi-freie Gruppe der Machtigkeit K1 stets K,-separabel ist, d.h. jede 
abzlhlbare Teilmenge der Gruppe ist in einem abziihlbaren direkten 
Summanden enthalten. Insbesondere sind diese Gruppen hier also nicht 
unzerlegbar. In Kontrast hierzu bewiesen Eklof und Mekler [5] unter 
Annahme des Giidelschen Konstruierbarkeitsaxioms V = L der Mengenlehre 
den folgenden 
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SATZ [5]. (V= L) Ist IC eine regul&e, nicht schwach kompakte 
Kardinalzahl, so gibt es 2” unzerlegbare, stark K-freie abelsche Gruppen der 
Mlichtigkeit K. 
(Fur die Definition schwach kompakter Kardinalzahlen verweisen wir auf 
[3]. Wir wollen nur anmerken, da8 jede Kardinalzahl der Form K,+, stets 
regular und nicht schwach kompakt ist.) Wie die Arbeit von Mekler [8] 
zeigt, ist dieser Satz unentscheidbar in ZFC, den iiblichen Axiomen der 
Mengenlehre. Ferner zeigen Arbeiten von Mekler [8] und Shelah [9], da13 die 
Voraussetzungen an K notwendig sind. Im Gegensatz zu Corner [2] und 
Shelah [lo] bewiesen Eklof und Mekler [5] ihren Satz nicht, indem sie die 
Endomorphismenringe der von ihnen konstruierten Gruppen bestimmten, 
sondern sie zeigten direkt, da13 ihre Gruppen nur triviale direkte Summanden 
besitzen. Unser Ziel ist es nun, stark rc-freie abelsche Gruppen mit 
Endomorphismenring Z zu konstruieren. Wir beweisen den folgenden 
SATZ.( V = L) Ist K eine reguliire, nicht schwach kompakte Kardinalzahl, 
so gibt es 2” stark K-freie abelsche Gruppen der Mdchtigkeit K mit Z als 
Endomorphismenring. 
(Dabei identifizieren wir z E Z mit der Multiplikation mit z). 
Bevor wir unseren Satz beweisen konnen, benotigen wir einige Vor- 
bereitungen: 
1st F eine freie abelsche Gruppe, B = {e, 1 i E I) eine Basis von F und 
cp E End(F), so definieren a, und B eine Matrix v)*: I x I + Z durch die 
Vorschrift eT = Cj ejaji. Die Matrix qB = (aji) ist dann spaltenendlich, d.h. 
fur alle i E I ist a,, = 0 fur fast alle j E I. Wir nennen v)~ zeilenendlich, falls 
fur alle j E J stets aji = 0 ist fur fast alle i E I. 
LEMMA 1. Es sei F eine freie abelsche Gruppe unendlichen Ranges und 
(p E End(F). Ist v)~ zeilenendlich fCr jede Basis B von F, so ist rp E Zid,. 
Beweis. Angenommen, es ist em E eZ fur jedes Element einer jeden Basis 
B von F. Sei B eine Basis und e, f E B mit e #J Dann gibt es eine Basis C 
von F mit e, e +f E C und somit r, s, t E Z mit e” = er, f (p = fs und 
(e +f)” = (e + f)t und es folgt r = s = t. Also ist o E Zid,. Wir konnen also 
annehmen, da13 es eine Basis B von F und ein e E B gibt mit eq 65 eE. Sei 
B = {e} u {ei ] i E I}. Dann ist such C = {e} U {e t e, 1 i E I} eine Basis von 
F. Es sei e’= 2 jsr ejaj + ea und eT = xjEI ejaji + ebi und es gibt ein n E I 
mit a, # 0. Es ist 
(e t ei)’ = g (e •t ej)(aj t aji) - e (z (aj t aji) - a - bi) . 
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Die n-te Zeile von (pc ist also (a, + u,Jlsr und wegen ani = 0 fur fast alle i 
und a, # 0 ist diese Zeile nicht endlich, ein Widerspruch. Q.E.D. 
1st p eine Primzahl, so sei Q (H die Menge der rationalen Zahlen, deren 
Nenner eine Potenz von p ist. 1st F eine freie abelsche Gruppe abzahlbaren 
Ranges und p eine Primzahl, so sei 8, die Menge aller Endomorphismen w  
von F mit: 
(a) w  injektiv. 
(b) Es gibt eine Basis {e, 1 12 E N } von F, so darj fur alle n E N stets 
((e ,,...,e,))” ein direkter Summand von F ist 
(c) Es ist F/F@ = QCp). 
LEMMA 2. Sei F eine freie abelsche Gruppe abziihlbaren Ranges, p 
Primzahl und (p E End(F)\Zid,. Dann gibt es ein II/ E 0, mit qw & vEnd(F). 
Beweis. Sei B = {e, / n E n\l } eine Basis von F und qPe = (aji) nicht 
zeilenendlich (Lemma 1). Da wir die Numerierung der ei’s beliebig andern, 
konnen wir annehmen, da13 au # 0 ist fiir unendlich viele i. 
1st n E n\J, so sei e,,(n) deliniert durch n = Cz$ x,p’ mit 0 Q xi < p - 1 
und x+(n) # 0. Induktiv definieren wir eine streng monoton wachsende Folge 
r,, E N und u,, E {0, 1). Wir wiihlen rl so, dalj r, > e,(lu,,I) + 1 ist und U, 
so, da13 ~~~(-1)‘~ das gleiche Vorzeichen wie -a,, hat (Die 0 habe das 
Vorzeichen +). Es seien nun r ,,..., ri-, und v ,,..., vi-, schon gewiihlt. 
Wir wiihlen nun ri > rip1 SO, da13 ri + **a + ri-, + ri > 
e,(Cj, 1 1 alj I p” ... p’j-1) + 1 ist und wiihlen vi so, daB 
Uli, ,(-l)‘+‘(-l)UI ... (-l)“i-‘(-l)“i das gleiche Vorzeichen wie --a,, hat. 
Wir setzen s, = 0 und si = rl + ‘..+ri-l fur i>2 und Ai=Cj=,uIjpSj. 
Dann ist (,4JieN eine p-adische Cauchyfolge, die gegen eine p-adische Zahl 
A = CEO x,p’ konvergiert. Wegen unserer Wahl der ri ist xsj+ i = 0 und es 
ist lU,jl = CFz0’ Xsltipi. 
Wir delinieren nun v: F -+ F durch e: = e, + (-l)“ipriei+ i . Es ist einfach 
nachzurechnen, dal3 v E 0, ist. Angenommen, es gibt ein p E End(F) mit 
9~ = VP. Es sei pg = (bJ. Dann ist 
epr = 2 (ej + ej+ ,(-1)“jp’j) aji 
= e, a,, + x ej(uji + (-l)Uj-~prj-laj- ,i) 
i>l 
und 
ef’” = (e’, + (-l)“‘priei+,)P = c ejbji + (-l)“p’ix ejbji+,. 
i j 
FAST FREIE ABELSCHE GRUPPEN 317 
Also ist aii = 6,, + (-l)“pribii+i fur alle i E R\l. Aus dieser Rekursionsformel 
folgt mit vollstlndiger Induktion: 
+ C-1) i+L’,+...+UibllP-TI-...-Ti, 
Wir setzen Bi = cjzl (-l)ltjtu~t’ ” t”j-la,jprlt “‘++I und es folgt 
(-l)'prl+"'+ri(-1) "l+"'+"ibli+, = -Bi+b,,. Also konvergiert Bi p-adisch 
gegen b,,. Alle Summanden der Summendarstellung von Bi haben gleiches 
Vorzeichen und folglich ist Bi = A i oder es ist Bi = --A i fur alle i E N und 
somit konvergiert Ai p-adisch gegen b,, oder -b,, . Wie wir oben sahen, hat 
A = lim Ai aber unendlich viele Nullen in seiner p-adischen Entwicklung und 
b, , hat als ganze Zahl fast nur Nullen oder-falls 6, i negativ ist-fast nur 
(p - 1)-en in seiner p-adischen Entwicklung. Also ist A eine nicht negative 
ganze Zahl und wie wir oben sahen, ist dies nur moglich fur aii = 0 fur fast 
alle i E N. Q.E.D. 
LEMMA 3. Es sei F = @,,, F, eine freie abelsche Gruppe mit F, # 0 ftir 
alle n E N und es sei u, E End(F). Erzeugt E c F einen direkten Summanden 
von F, so sei 7cE : F + (E) die natcrliche Projektion bezcglich eines fest 
gewdhlten Komplementes von (E). Ftir jede Teilmenge E c F, 
E = {e, 1 n E N } ftir die es C, c F,, gibt mit F, = C, @ e, Z sei 
‘J’ I(E) ‘E E z i&,- Dann ist u, E Z idF. 
Beweis. Sei B, eine Basis von F,, n # m und e E B,, f E B,. Es gibt 
EcB=(l)zZIB, mit e,f EE und IEnB,,I=l. Aus eV”E=erE folgt, dal3 
dief-Koordinate von e” verschwindet und folglich ist FE s F, fiir alle n E N. 
Sei e’ ein weiteres Element von B, und E’ c B mit f, e’ E E’ und 
JE’nB,I = 1 fur alle n E IN. Dann ist eentel = er,,, fqzffl = fe, = frE, und 
e ‘cnte” = e’rE, und somit hat ((p IF,)B, eine konstante Hauptdiagonale. Gibe 
es z, E b mit q JF,=z,idF,, so wlhle E = {e, 1 n E N } mit e, E B, und es 
folgte z, = z, alle n und es ware v, E Z idF. Wir kijnnen also annehmen, da13 
es ein n E N gibt mit (D IF, cf Z id,,. Sei B, = (ei 1 i E I}. Dann ist 111 > 2. 
Setze p = a, IF,. pB, ist dann eine Matrix mit konstanter Hauptdiagonale fur 
jede Basis B, von F,, . Sei pe, = (a,,). Dann gibt es i, j E Z mit i # j und 
Uji # 0. Dann ist such C = {ei, e, + ej} U {e, I a E I\{& j} } eine Basis von F, 
und pB, und pc haben konstante Hauptdiagonale. Es ist 
(ei + ej)" = C e,(a,i + a,j) = ei(Uii + U(j) + ej(Uji + Qjj) 
a 
+ y e(U,i + a,j) 
ifnfj 
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= tei + ej)(Uji + Ujj) + ei(Ujj + Uij - Uji - Ujj) 
+ x e,(U,i + U,j)* 
i+azj 
Ferner gilt 
e=eiuii+ejujit x enUai 
i+a+-j 
= e,(Uf, - Uj[) t (ei + ej) Uj, + 2: e,u,,. 
i+afj 
Also folgt uji t ujj = uii - uji und wegen uii = ujj folgt der Widerspruch 
Uji = 0. Q.E.D. 
LEMMA 4. Sei F eine ubelsche Gruppe unendlichen Ranges und 
F= u,,, F,, Vereinigung einer uufsteigenden Kette von direkten 
Summunden von F und es sei cp E End(F)\Zid,. Ferner sei P eine Primzahl. 
Dunn gibt es einen Monomorphismus w: F -+ F mit F/F* = Qfp’ und 
qy & I+Y End(F), so dc@ Fz ein direkter Summand von F ist fiir ulle n E IN. 
Beweis. Es gibt Basen B, von F,,, so da13 B = u B, eine Basis von F ist. 
Nach Lemma 3 gibt es e, E B,\B,- ,, so daB fur E = (e, 1 n E n\l} und die 
natiirliche Projektion n2 : F + (E) gilt: rp IIE) zE 4 Zid,. Wir setzen T = (E). 
Wegen Lemma 2 gibt es einen Monomorphismus yO : T -+ T und eine Basis 
{f, 1 n E R\i } von T mit T/PO = QCp), so da13 G$’ ein direkter Summand von T 
ist fiir alle n mit G, = (Jr,..., f,). Wir setzen D = (BP). Dann ist 
F = D @ T und es gibt eine Abbildung u: N + n\l mit e,,..., e, E G,, und es 
folgt: F, ist ein direkter Summand von D 0 G,,, da (D 0 G,,)/F, c F/F,, 
frei ist. Wir definieren ry : F -+ F = D @ T durch y ID = id,, und ry IT. = ryO. 
Dann ist Fz = D @ GE0 ein direkter Summand von F und 
F/F@ z T/T@0 g Q ok) Angenommen, es gibt p E End(F) mit qqu = typ. Dann .
istqylr,=y~rr~undistxEFundx”=utwmituEDundwET,soist 
(u + w)~*E = (u + W@O)~E = WOO = (u + w)+ und es folgt (~yn, = q~n, ry = 
ypx, und somit ist ((p IrrcE) ry,, = ryO@rrE), ein Widerspruch zur Wahl von w,,. 
Q.E.D. 
Zur Konstruktion unserer stark rc-freien Gruppen benotigen wir zwei S&e 
von Jensen: 
THEOREM 1. [7]. (V = L) Sei K > K, eine regultire Kurdinalzuhl und 
X, Y Mengen mit ]X]=]Y]=rc und X=UUCn.Xv, Y=Uy,cYv, 
Vereinigung von glutten Ketten mit IX,], ] Y,] < K. Sei S c K station&. Dunn 
gibt es (g, ] g, : X, + Y,, v E S}, so dud fiir jede Abbildung g : X-+ Y die 
Menge {v E S 1 g Ix, = g,} station& in k ist. 
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Dieser Satz ist eine einfache Folgerung des kombinatorischen Prinzips O,(S) 
von Jensen [7], vgl. Eklof [4, 9.2 Theorem]. 
THEOREM 2 [7, Theorem 5.11. (V = L) Sei K eine reguliire, nicht 
schwach kompakte Kardinalzahl. Dann gibt es E c K mit 
(i) E stationiir in IC. 
(ii) Ist I E E, so ist J. Limeszahl mit cf@) = w. 
(iii) Ist o < K eine Limeszahl, so ist En o nicht stationdr in o. 
Fur die Definition der in den beiden Theoremen vorkommenden Begriffe 
verweisen wir auf [3]. 
Wir kommen nun zur Konstruktion unserer Gruppen. Obwohl unsere 
Konstruktion Bhnlich der von Eklof und Mekler verlauft, wollen wir sie hier 
doch vollstindig angeben, da wir nicht standig Beweisteile von Eklof und 
Mekler [ 5 ] zitieren wollen. 
Es sei also K eine reguliire, nicht schwach kompakte Kardinalzahl und die 
stationare Teilmenge E c K sei gewahlt wie im Theorem 2 von Jensen. Sei A 
eine Menge der Machtigkeit K und {AV}V.,K eine glatte Kette mit 
A = U”<J”Y l&l = No und ]AY+,pA,] = ]A,] CK. Fiir vE E seien 
g, : A, + A, wie im Theorem 1 von Jensen gewahlt. Wir werden auf A eine 
abelsche Gruppenstruktur delinieren, indem wir die Mengen A, zu abelschen 
Gruppen machen, so da13 fur a < p < K stets A, eine Untergruppe von A, ist 
und folgendes gilt: 
(a) A, ist frei fur alle v < K. 
(b) Fiir alle r < v < K gilt: r 6$ E genau dann, wenn A, ein direkter 
Summand von A, ist. 
(c) 1st v E E und g, E End(A”)\Zid,“, so gibt es kein g E End(A”+ i) 
mit&=gg,. 
Da lc regular ist, ist dann A wegen (a) und (b) stark rc-frei. Wir definieren 
auf A,, eine Addition, so da13 A,, eine freie abelsche Gruppe vom Rang No 
wird. Sei A, schon deliniert fur alle v < p < K. 
(1) p eine Limeszahl. {A,},<, ist eine glatte Kette von Untergruppen 
und somit ist A,, = U,,, A, eine abelsche Gruppe, die wegen E np nicht 
stationlr frei ist. (b) ist leicht zu verilizieren. 
(2) p= v + 1 und v E E. Wiihle A, = A, OF fur eine freie abelsche 
Gruppe F des Ranges (A,/. Wir haben wieder nur (a) und (b) zu verifizieren, 
was hier trivial ist. 
(3) Es ist p = v + 1 mit v E E. 
(3.1) Es ist g, E End(A,)\Zid,,,. Wegen d(v) = o gibt es 
320 MANFRED DUGAS 
r,, < t,+, 6? E fur n E R\l mit A, = lJ “EN AT, und wegen (b) ist A,” ein direkter 
Summand von A,. Nach Lemma 4 gibt es einen Monomorphismus 
tpAv-+Au, so dal3 AZ, ein direkter Summand von A,, is und es kein 
g E End(AJ gibt mit g,9 = 9g. Wir identilizieren AZ mit A, und A, mit 
A u+l* Dann ist (c) und (a) erfiillt. Ferner ist A,” ein direkter Summand von 
A “+ i. Hieraus folgt (b). 
(3.2) Es ist g, s? End(A,)\Zid, . WHhle g E End(AU)\ZidAp beliebig und 
verfahre wie in (3.1) mit g, durch i ersetzt. 
Damit ist A definiert mit den Eigenschaften (a), (b) ud (c). Wir zeigen: 
End(A) = Zid,. Es sei 9 E End(A)\Zid, . Dann ist C = {v 1 g, = 9 IA,,} 
station& in K und folglich gibt es r E C mit g, = 9 iA,, E End(A”)\Zid,,,. Da K 
regular ist, gibt es p > v + 1 mit A;+ 1 L A,,. Wegen v + 1 & E ist A,, I ein 
direkter Summand von A, und folglich gibt es eine nattirliche Projektion 
rA,+A,+,. Wegen x], “+I = id,,,, folgt g, = 9 IA,, = (971) iA,. Also ist 
9 IA,+,~:A”+l+A”+l ein Homomorphismus, der g, fortsetzt, ein 
Widerspruch zu (c). Also ist End(A) = Zid,. 
Nachdem wir eine Gruppe A des gewtinschten Types konstruiert haben, 
mussen wir noch zeigen, darj es 2”-viele, paarweise nicht isomorphe dieser 
Art gibt. Sei J = K x (0, 1 }. Nach Solvay [ 111 besitzt E eine Zerlegung 
E = Ui,,Ej in paarweise disjunkte, stationare Mengen Ej. Es sei 
Z= {f]f: K+ (0, 1)) und furfEZ sei E,= tJu<cEc,Jc,,, (Vgl. Eklof [4, 4.7 
Corollary] und Eklof und Mekler [5]). Dann ist fur f, g E Z mit f # g stets 
Efn (E\E,) stationiir in K. Fur f E Z konstruieren wir Am wie A mit E 
ersetzt durch E,. Es sei nun f, g E Z mit f # g und u: Am -+ Acg) ein 
Isomorphismus und C = {v I a(Aff) = AZ’}. Dann ist C abgeschlossen und 
unbeschrankt in K und folglich gibt es ein (r E (E#,) n C. Dann gibt es ein 
,U > (r, so da13 cr einen Monomorphismus von AZ+ 1/AF in A!,f’/,fz’ induziert, 
ein Widerspruch, da A:+ ,/AZ nicht frei, wohl aber Af’/Az’ frei 1st. Q.E.D. 
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